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数值流形法在处理强奇异性问题时的网格无关性 
徐栋栋，郑  宏 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，武汉 430071） 
 

摘  要：数值流形方法（NMM）的最大优势在于可以统一地处理岩土力学中的连续和非连续变形问题。它在求解断裂力学

问题时无需强制裂纹与数学网格保持一致，非常适合应用于岩土工程中由连续到非连续的破坏过程模拟。在裂纹扩展过程中，

裂纹与数学网格的相对位置将会是任意的，如裂纹尖端可能落在网格内部、网格节点上或网格边上等。因此，对同一条裂纹，

通过旋转和移动数学网格构造了它们之间的这种相对位置关系以及一些可能对计算结果产生影响的极端情况，并以应力强度

因子作为衡量标准，研究了 NMM 在处理线弹性断裂力学问题时的网格依赖性。研究表明，NMM 即使在处理强奇异性问题

时依然有着很好的网格无关性，进一步证实了它在模拟裂纹扩展问题时的鲁棒性。 
关  键  词：数值流形法；网格无关性；奇异性；应力强度因子；J 积分；交互积分 
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Mesh independence of numerical manifold method in treating strong singularity 
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(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,  
Chinese Academy of Sciences, Wuhan 430071, China) 

 
Abstract: One major advantage of the numerical manifold method (NMM) is that it can solve the continuous and discontinuous 
problems in geomechanics in a unified way. It is not necessary to force the mathematical meshes to match the cracks in the NMM, 
which is very suitable for the simulation of failure process from continuum to discontinuum in geomechanics. During the crack 
propagation, the relative position relationships between the cracks and the mathematical meshes will be arbitrary; for example, the 
crack tip may locate in the interior, on the node or on the edge of the mesh. For the same crack, the mesh independency of NMM in 
dealing with the linear elastic crack problems is studied by rotating and moving the mathematical meshes to construct the 
relationships and some extreme cases that may have an influence on the results and taking stress intensity factor as the measurement. 
The results in this study to the NMM show it has little mesh dependency even in treating strong singularity, implying it will be robust 
in simulating crack propagation.  
Key words: numerical manifold method; mesh independency; singularity; stress intensity factor; J integral; interaction integral 
 

1  引  言 

近年来，对于材料体由连续到非连续的演化过

程研究一直备受重视。几种常用的数值方法也已被

应用到裂纹扩展问题中。 
有限元方法通过在裂纹尖端引入节理单元或接

触面单元模拟裂纹问题[1－2]。但有限元网格必须要

与裂纹保持一致，因此，前处理非常复杂，尤其当

裂纹发生扩展时便是如此。同样，位移、应力和应

变等映射到新的节点和积分点上也是不可避免的。 
无网格方法，仅需要材料体的几何边界以及一

系列的节点，意味着不再包含单元，那么也就不存

在裂纹和网格必须保持一致的问题[3－5]。伽辽金无

网格法[6]使用移动最小二乘插值在模拟裂纹问题时

更加有效。但无网格法在数值积分及本质边界条件

的施加方面存在困难，且计算消耗也很高[7]。 
有限元法有很多优良的特性，但在处理裂纹问

题时网格生成又有困难，因此，针对它的改进，发展

了广义有限元法[7－9]和扩展有限元法[10－13]，它们均在

单位分解法（Partition of Unity Method）体系下[14－15]。

扩展有限元中，引入广义 Heaviside 函数和裂纹尖端

渐进位移函数，分别用来模拟裂纹面两侧的不连续

性和裂纹尖端附近的应力奇异性。因此，裂纹不必

与有限元网格保持一致，且裂纹扩展时无需网格重
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分。在广义有限元法中，可以任意选择局部位移逼

近函数的阶次，从而增加了有限元空间。对于复杂

问题，如多裂纹问题，两种方法在定义附加位移函

数时将是一个大的挑战。另外没有严格的接触算法

也是上述方法的另一个缺陷。 
数值流形方法[16－17]，首先由石根华博士提出，

基于数学覆盖和物理覆盖，实现了对连续和非连续

问题的统一解。数学覆盖由有限元网格生成，物理

覆盖是数学覆盖与物理区域的交集。同样，网格无

需与材料体的内外边界保持一致，因此，前处理更

为简单且无需网格重分。它在模拟裂纹两侧的不连

续性时，显得更加自然，因为权函数定义在数学覆

盖上，而自由度定义在物理覆盖上。再加上从非连

续变形分析方法（DDA）中继承下来的接触算法，

无疑在处理裂纹问题时，数值流形方法（NMM）将

是一个更好地选择。有些学者也做了相关研究[18－20]，

准确地模拟出了裂纹尖端的应力强度因子，并给出

了小变形情况下的裂纹扩展路径。 
对于扩展有限元，当不连续面两侧的面积或体

积比非常大时，切割出来的单元矩阵是病态的，对

网格表现出了极大的依赖性，这是引入的阶跃函数

导致的[21]，NMM 通过切割出来的流形单元完全避

免了该问题。文献[22]在有限覆盖方法中加入广义

单元，进行了网格依赖性研究，但只针对不含强奇

异性（如裂纹尖端的应力奇异性）的问题展开。 
因此，笔者针对强奇异性问题，如裂纹问题，

通过旋转数学网格，构造出裂纹与网格的各种不同

相对位置关系以及一些可能对计算结果产生影响的

极端情况，对 NMM 的网格依赖性进行研究，由此

揭示了 NMM 的另一个优良特性，即网格无关性。 

2  裂纹体控制方程 

下面讨论二维线弹性裂纹体的控制方程。 
如图 1 所示， 为裂纹体； 为 的边界，

  u t c    ， u 为位移边界条件， t 为应力

边界条件， c 为裂纹面， c c c
     ， c

  和 c
 

分别为裂纹面的上、下表面。 
平衡方程和边界条件为 
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式中：n 为外法向量； 为柯西应力；b 为单位体

积的体力；u 为位移矢量；t 和u 为边界 t 和 u 上

的力和位移。 

 
图 1  二维线弹性含裂纹体 

Fig.1  2D elastic cracked body 

3  NMM 简介 

NMM 是一种基于“覆盖”的数值方法，包括

数学覆盖（MC）和物理覆盖（PC）。它用一系列相

互重叠的数字覆盖将整个物理区域覆盖住。数字覆

盖与物理边界相互切割生成物理覆盖，物理覆盖之

间相互切割生成流形单元。 
据图 2 说明，整个物理区域为 1 2    ， 1

和 2 是两个不同的材料区域，因此，物理边界是由

材料分界线以及 的外边界组成。 
如图 2 所示，正六边形和正方形分别表示两个

数字覆盖，记为 MC1 和 MC2；MC1 和与 相互切

割，生成两个物理覆盖，记为 PC11 和 PC12；MC2
与 相互切割，生成两个物理覆盖，记为 PC21 和

PC22；4 个物理覆盖相互切割，生成了 6 个流形单

元：E1 源于 PC11，E2 源于 PC11 和 PC21，E3 源

于 PC21，E4 源于 PC12，E5 源于 PC12 和 PC22，
E6 源于 PC22。 

 

 

 
图 2  流形单元的生成 

Fig.2  Generation of manifold elements 

 
流形单元上的位移函数可表示为 
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式中： tN 为传统物理覆盖数； sN 为奇异物理覆盖

数，增加了附加位移函数用来模拟应力奇异性的物

理覆盖定义为奇异覆盖； ( )i x 为第 i 个物理覆盖所
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对应的权函数； ( )i xu 为在第 i 个物理覆盖上的位移

函数： 
T( ) ( )i ix x u P a             （3） 

式中： ia 为自由度； T ( )xP 为多项式基函数，可以

有任意阶次，文中所述高阶流形元均指如下覆盖位

移函数取 1 阶泰勒展开的形式： 

T
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式中： ( , )i ix y 为物理覆盖所对应的插值点的坐标。 
为了模拟应力奇异性，增加了附加位移函数： 

ˆ j j u s               （5） 

式中： js 为附加自由度； 为奇异基函数： 
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其中： 
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式中： 1 4, ,Φ Φ 为裂纹尖端 Williams 位移级数的前

4 项[23]； ( , )r  为定义在裂纹尖端的极坐标系。 

4  改进的高阶 NMM 

根据变分原理，系统方程表示为 

Kd F               （7） 

式中：d 为广义自由度向量；K 和 F 分别为整体刚

度矩阵和等效荷载矩阵，单元刚度矩阵和荷载矩阵

为 
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其中： 
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B 为应变矩阵 

0

0

x

y

y x

 
 
 

    
  

   

B              （9） 

D 为弹性矩阵，对平面应力或平面应变问题可

表示为 
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（11） 
式中：E 为弹性模量； 为泊松比。 

5  奇异物理覆盖的布置 

裂纹扩展时，可能出现 3 种情况：①裂纹尖端
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刚好落在单元内部；②裂纹尖端落在单元边上；   
③裂纹尖端落在单元节点上。根据不同的情况，奇

异覆盖的布置如下： 
在图 3(a)中，裂纹尖端落在流形单元内部，所

以只有 1 个奇异单元和 14 个混合单元；PC1、PC2
和 PC3 表示奇异物理覆盖。奇异单元由 PC1、PC2
和 PC3 覆盖。混合流形单元至少有 1 个奇异覆盖。 

在图 3(b)中，裂纹尖端刚好落在数学网格节点

上，因此，共用此节点的 6 个流形单元为奇异单元，

周围 18 个为混合单元。PC1、PC21、PC22、PC3、
PC4、PC5、PC6 和 PC7 表示奇异物理覆盖。奇异

流形单元含 3 个奇异物理覆盖，同样混合单元含至

少一个奇异物理覆盖。 
在图 3(c)中，裂纹尖端刚好落在数学网格边上。

3 个流形单元共用它为节点，视为奇异单元，周围

16 个为混合单元。PC11、PC12、PC2、PC3 和 PC4
表示奇异物理覆盖。 

 

 
(a) 裂纹尖端落在流行单元内部 

 

 
(b) 裂纹尖端落在数字网格节点上 

 

 
(c) 裂纹尖端落在网格边上 

注：黑色和灰色小区域中的数字表示数学覆盖节点编号；流形

单元内部的数字表示物理覆盖编号。 

图 3  裂纹与数学网格切割的 3 种基本情况 
Fig.3  Three cases of crack intersecting  

with mathematical cover 

6  应力强度因子（SIF）的提取 

经典的 J 积分是线积分，理论上来说应该是与路

径无关的，但由于数值积分的误差，观察到很多路径

相关性。因此，通常选用面积分来代替线积分[11, 24－25]。

J 积分定义为 

J

1
1

di
j ij

A j

u qJ W A
x x

 
  

     
      （12） 

式中： ij 为应力； iu 为第 i 个位移分量； jx 为定义

在裂纹尖端的局部坐标系；W 为应变能密度。 

1
2 ij ijkl klW c             （13） 

q 表示定义在 AJ 上的足够光滑权函数，NMM
中 JA 与 q 的构造如图 4 所示。面路径 JA 由圆形线路

径通过的流形元区域组成。如果流形元的节点在圆

内部， iq 定义为 1，否则为 0。 JA 内任意点 x 上的

函数 ( )q x 可由一个简单的插值表示为 

1
( ) ( )

n

i i
i

q x N x q


            （14） 

式中：n 为含 x 点的流形单元的节点数； ( )iN x 为该

单元的形函数。 
 

 
图 4  J 积分的面积路径以及 q 的定义 

Fig.4  Area path of J integral and definition of q 

 
对于纯 I 或 II 型，应力强度因子与 J 积分的关

系为 
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对于混合型裂纹，采用交互积分方法。采用裂

纹体的两种状态来评估耦合区域的应力强度因子

KI 和 KII。一个是真实状态，场变量为：
(real) (real)( , ,ij ij   

(real) )iu ；另外一个是辅助状态，场变量为
(aux)( ,ij  

(aux) (aux), )ij iu 。 
应力强度因子计算中存在两种辅助状态 aux-I

和 aux-II： 
aux-I： (aux)

I 1K  ，
(aux)
II 0K  ，当纯 I 型选为辅

助状态时； 
aux-II： (aux)

I 0K  ，
(aux)
II 1K  ，当纯 II 型选用

辅助状态时。 
辅助场的应力和位移可以统一写为 

 
 
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（16）
 

其中： 

3 ( )
1
3 4 ( )


 




 
 

平面应力

平面应变

        （17） 

根据叠加原理以及线路径到面积路径的转换方

法，交互积分的面积分表达式为 

     
 

 
 

J

aux real
real,aux real,aux real aux

1
1 1

  d

i i
j ij ij
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j

u uI W
x x

q A
x

  
  

     
   





 

（18） 
式中：  real,auxW 为交互应变能。 

         real,aux real aux aux real
ij ij ij ijW           （19） 

应力强度因子和交互积分之间的关系为 

 real,aux-I
I

1
2

K E I           （20） 

 real,aux-II
II

1
2

K E I          （21） 

需要注意的是，所有真实状态的变量都要转换

到定义在裂纹尖端的局部坐标系下。 

7  算  例 

7.1  网格依赖性测试方法 
（1）网格密度对应力强度因子的影响：对于高

阶改进的 NMM，需要测试不同网格密度对应力强

度因子的影响。 
（2）裂纹尖端与数学网格相对位置对应力强度

因子的影响：裂纹扩展时，裂纹与数学网格的相对

位置关系将会呈现出各种不同的情况。对同一个裂

纹，通过旋转数学网格（如图 5 所示），来构造出各

种不同的相对位置关系并测试其网格依赖性。数学

覆盖的旋转范围为：0°～162°，以 18°为间隔。

旋转过程中，构造了各种极端的情况，比如裂纹尖

端距离数学网格节点或者边非常地近。 

 

 
图 5  旋转数学覆盖 

Fig.5  Rotation of the mathematical cover 

 
7.2  单边裂纹受拉 

如图 6 所示，有限平板的宽W  2.0 m，高 2H   
6 m，裂纹长度 a  1 m。拉力  1.0 N/m2。 

解析解[26]为 IK C a  ，其中 C 为修正系数，
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反映了尺寸效应，当 / 0.6a W ≤ 时， 
2

3 4

1.12 0.231 10.55

       21.72 30.39

a aC
W W

a a
W W

         
   

      
   

   （22） 

 
图 6  含单边裂纹有限平板受拉 

Fig.6  Finite plate with an edge crack under tension 

 
7.2.1 网格密度的影响 

如图 7，应力强度因子随着自由度的增加在波

动，波动范围仅为 0.5%，这表明对于高阶 NMM 来

说，网格密度对于应力强度因子的影响并不大。同

样可见，在很低的自由度（DOF）下，已经达到了

相当高的计算精度，比 0 阶 NMM 计算结果要好得

多，收敛速度同样快得多[18]。 

 

 
图 7  归一化后的应力强度因子 KI随着网格密度的变化 

Fig.7  The normalized SIF KI with different  
mesh density 

 

7.2.2 相对位置的影响 
（1）裂纹尖端在单元内部 
如图 8 所示，当裂纹尖端落在单元内部时，旋

转过程中，构造各种不同的情况：a1、a4、a7 和 a10 
表示裂纹尖端在单元内部，但既不很靠近节点也不

很靠近边；a2、a5 和 a8 表示裂纹尖端离边很近；

a3、a6 和 a9 表示裂纹尖端很靠近节点。 

（2）裂纹尖端落在单元边上 
如图 9 所示，当裂纹尖端落在单元边上时，在

旋转过程中，同样构造各种不同的情况：b1、b3、
b5、b7 和 b9 表示裂纹尖端在单元边上，但不是很

靠近节点；b2、b4、b6、b8 和 b10 表示裂纹尖端不

仅在边上而且非常靠近节点。 

         
(a) a1         (b) a2        (c) a3       (d) a4        (e) a5 

          
(f) a6       (g) a7         (h) a8        (i) a9        (j) a10 

图 8  裂纹尖端落在单元内部时所构造的各种不同情况 
Fig.8  Different cases constructed during rotation when 

crack tip inside the element 

 

     
(a) b1        (b) b2       (c) b3        (d) b4       (e) b5 

     
(f) b6     (g) b7        (h) b8        (i) b9      (j) b10 

图 9  裂纹尖端落在单边边上时所构造的各种不同情况 
Fig.9  Different cases constructed during rotation when 

crack tip on the edge of the element 

 
（3）裂纹尖端落在单元的节点上 
这种情况下，裂纹尖端正好落在单元节点上，

旋转过程中无需构造其他情况。 
如图 10 所示，应力强度因子 KI 非常接近解析

解，即便在各种极端情况下，最大误差也仅在 0.8% 
以内。波动的原因可能与边界条件、流形单元形状

等有关，是可接受的。 
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图 10  3 种情况下归一化后的应力强度因子 KI 
Fig.10  The normalized SIF KI during the rotation  

in the three cases 

 
对于 3 种情况，结果表示（1）>（2）>（3），

这可能是由不同的奇异覆盖布置所引起，意味着第

（2）和（3）种情况下，奇异性稍微加强了一些。

结果同样表明了奇异覆盖布置的合理性。结果显示

了非常小的网格依赖性。 
7.3  受剪单边裂纹 

如图 11 所示，测试了混合模式下的应力强度因

子 KI 和 KII。矩形平板尺寸为：W  7.0 cm， H     
8.0 cm，a  3.5 cm。底部边界固定，顶部受剪力   
1.0 N/cm2。平面应变问题，弹性模量和泊松比分别

为：E  3 710 N/ cm2，  0.25。 
据文献[27]，该问题的精确解为：KI  34.0，

KII  4.55。 
 

 
图 11  受剪力作用的含单边裂纹矩形平板（混合模式） 
Fig.11  Rectangular plate with an edge crack subjected  

to shear force (mixed mode) 

 
7.3.1 网格密度的影响 

归一化后的应力强度因子 KI和 KII 随着网格密

度的变化，如图 12 所示，同样观测到了波动性，但

波动范围对二者来说同样在 0.8%以内。可认为网格

密度对应力强度因子的影响并不明显。 
 

 
图 12  归一化后应力强度因子 KI和 KII随着网格密度变化 

Fig.12  The normalized SIFs KI and KII  
with different mesh density 

 
7.3.2 相对位置关系的影响 

同 7.2 节所述，在数学覆盖旋转过程中，针对 3
种情况，依然构造了各种不同的极端情况。 

如图 13 所示，混合型裂纹在数学覆盖旋转过程

中的应力强度因子变化。对于第（1）种情况波动相

对平缓，而对于第（2）和（3）种情况，波动稍微

大一些。但相对误差仍只在 0.8%以内。同样观测到

了极小的网格依赖性。 

 

 
        (a) KI 

 

 
       (b) KII 

图 13  3 种情况下，旋转过程中归一化后 KI 和 KII 变化 
Fig.13  The normalized SIF KI and KII during the rotation 

in the three cases 

 
7.4  受拉作用下孔边斜裂纹 

如图 14 所示，为一受拉作用的孔边斜裂纹。应

力强度因子的精确解由文献[28]给出： 
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图 14  孔边斜裂纹 

Fig.14  Circular hole with an oblique crack 

当 2h
b
 ， 0.25r

b
 ， 45  °， 0.7a

b
 时，

I 0.731F  ， II 0.584F  。 

7.4.1 网格密度的影响 
如图 15 所示，两个裂纹尖端的 KI 或 KII表示出

了相同的变化趋势。右侧裂纹尖端的结果稍好于左

侧。随着自由度的增加，KII 的变化较之 KI 要更为

平滑。虽然有些波动，但波动范围极小，依然表现

出了很好的网格无关性。 

7.4.2 相对位置关系的影响 
在此对右侧裂纹进行同7.2.2和7.3.2节的操作。

相对位置关系对应力强度因子的影响如图 16 所示。 
从图中可知，相对误差仅在 0.6%以内，表明了 

 
网格的无关性。 
 

 
图 15  不同网格密度下归一化后的应力强度因子变化 

Fig.15  The normalized SIFs corresponding  
to different mesh density 

      
(a) 右裂纹尖端归一化后 KI                                     (b) 左裂纹尖端归一化后 KI 

 

      
(c) 右裂纹尖端归一化后 KII                                   (d) 左裂纹尖端归一化后 KII 

图 16  3 种情况下，旋转过程中归一化后 KI和 KII的变化 
Fig.16  The normalized SIFs KI and KII during the rotation of the two crack tips in the three cases 

 

8  结  论 

（1）应用改进的高阶 NMM 来处理二维弹性裂

纹问题。与 0 阶相比，1 阶位移覆盖函数即便在更

低的自由度下也达到了同样高的计算精度。 
（2）同样对网格密度表现出了极小的依赖性，
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当然网格密度首先要达到了某一合适的密度，这个

密度较之 0 阶不会太大。对同样的裂纹，通过旋转

数学覆盖，构造出不同的裂纹与数学网格的相对位

置关系，测试了另外一种网格依赖性。结果显示了

同样的网格无关性。研究表明，NMM 即使在处理

强奇异性问题时依然有着很好的网格无关性，进一

步表明它在模拟裂纹扩展问题时的鲁棒性。因此，

对于裂纹扩展问题的模拟，NMM 将是一个很好的

选择。 
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